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Espacios vectoriales euclideos

1. PRODUCTOS ESCALARES

1.1. DEFINICION DE ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

Dado un espacio vectorial V sobre el cuerpo R, un producto escalar es una aplicacion:

<,>:VxV->R
verificando las siguientes propiedades:

I <u,v>=<v,u>; paratodou,veV.

ii. <u+v,w>=<u,w>+<v,w>; paratodou,v,w e V.

iii. <au,v>=a<v,u>; paratodou,veV,ypara todoa e R.
iv. Paratodou € V,<u,u>>0y <u,u>=0,siysolosi,u=0.

Un espacio vectorial euclideo es un par (V, <, >) formado por un espacio vectorial V
sobre R y un producto escalar en él.

En Mathematica los definiremos como funciones de la forma:
p[vectorl_, vector2 | :=...

Por ejemplo, si en R" queremos definir el producto escalar:

< (X1, X2, Xn), V1, Y20+, Yn) >= X1 Y1 + X2V +. ..+ X0 n

escribiremos:

In[]:= PE1[x_,y_] := Sum[x[[i]]*yI[i]], {i, Length[x]}];

1.2. MATRIZ DE GRAM.

Dado un espacio vectorial euclideo (V, <, >) y unabase B = {e1, €2, ..., en} de V, la
matriz A = (aij) con aij = < €j, &j >, esto es,
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se llama matriz de Gram respecto de la base B. Y tenemos que
< e, ej >= eitAej
Con Mathematica podemos programar una funcion que la calcule:

Gram[base_, PE_] := Table[PE[base[[i]], base[[j]]].
{i, Length[base]}, {j, Length[base]}];

En R3 con el producto escalar anterior y respecto de la base de la base B = {(1, 1, 1),
(-1,0, 3), (0,1, 0)}:

In[]:= MatrixForm[Gram[{{1, 1, 1}, {-1, O, 3}, {0, 1, 0}}, PE1]]
3 2 1

Out[]= (2 10 0)
1 0 1

2. NORMA Y ANGULO

2.1. NORMA DE UN VECTOR.

Dado (V, <, >) un espacio vectorial euclideo, se define la norma de un vector como:

x|l = y<x,x >
Con Mathematica, definimos la funcion:
Norma[x_, p_] := Sqrt[p[x, X]];

donde ‘x’ es el vector y ‘p’ es el producto escalar.

2.2.  ANGULO ENTRE VECTORES.

El dngulo entre dos vectores es el Gnico 0 < o < tal que,

<xy>
cosa =————
[l - Iyl

Y con Mathematica definimos la siguiente funcién, que tiene por argumentos los
vectores ‘x’ e ‘y’ y el producto escalar ‘p’:

Angulo[x_, y_, p_] := ArcCos[p[x, yl/(Sart[p[x, x]I*Sart[p[y, yIDI;
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3. BASES ORTOGONALES Y ORTONORMALES

3.1. METODO DE GRAM-SCHMIDT.

En este epigrafe vamos a ver como podemos calcular una base ortonormal de un
espacio vectorial V a partir de una base cualquiera, para ello aplicaremos el proceso de
ortonormalizacién de Gram-Schmidt. En primer lugar, lo aplicaremos a un ejemplo en el
que el producto escalar es el usual y posteriormente lo haremos para un producto escalar
arbitrario.

Consideremos (V, <, >) un espacio vectorial euclideo y dada B = {uy, uz, ..., Un}
una base de V, tratamos de construir una base ortogonal que representaremos por {e1, ez,
..., €n}, para ello se calcula:

€=Uy,
2 :u2_<U2,ezl>. 1
fffffffff I
e,=u, —w.el—...—wem
Je.| e

Y si ademas queremos que sea una base ortonormal, bastara con dividir cada
vector por su norma.

Con Mathematica, podemos programar directamente el método de Gram-Schmidt:

GramSchmidt[base_, p_] := Module[{baseortogonal}, baseortogonal = {base[[1]]};
Do[
AppendTo[baseortogonal, base[[i + 1]] - Sum[(p[base[[i + 1]], baseortogonal[[j]]]/
p[baseortogonal[[j]], baseortogonal[[j]]])*baseortogonal[[j]], {j. i}]1;
,{i, 1, Length[base] - 1}];
Return[baseortogonal];

l;

Ejemplo. Sea R® el espacio vectorial euclideo con el producto escalar usual y sea la base
B ={(1,1,1), (1,-1,0), (1,0,-1)}, vamos a calcular la base ortogonal asociada:

In[]:= B={{1,1,1},{1,-1,0},{1,0,-1}};

Primero lo hacemos con las férmulas del método de Gram-Schmidt:

In[]:= Bo=Table[0,{i,1,3}];
Bo[[1]] = BI[1]];
Bo[[2]] = BI[2]] - ((B[[2]].Bo[[1]])/(Bo[[1]].Bo[[1]]))*Bo[[1]];
Bo[[3]] = BI[3]] - ((BI[3]]-Bo[[1]])/(Bo[[1]].Bo[[1]]))*Bo[[1]] -
((BI[31]-Bo[[2]])/(Bo[[2]].Bo[[2]]))*Bol[2]];
Print[Bo]
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Out[]= {{1, 1,1}, {4, -1, 0}, {1/2, 1/2, -1}}
Y directamente con la funcion que hemos programado:

In[]:= PE1[x_y_]:=x.y;
B' = GramSchmidt[B, PE1]

out[]= {1 1,1}, {1, -1, 0}, {1/2, 1/2, -1}}

Observemos que la matriz de Gram respecto de la nueva base es una matriz diagonal:

In[]:= MatrixForm[Gram[B’, PE1]]
3 0 0
oa- (331)
0 0 -
2
Y ahora, la transformamos en base ortonormal:
In[]:= B" = Table[B'[[i]}/Sqrt[PEL[B'[[i]], B'[[i]1]]. {i, Length[B']}]
1 1 1 1 1 1 1 2
oull= (L eSO E S B

Y, en efecto, la matriz de Gram respect de la nueva base es la matriz identidad:

In[]:= Gram[B"', PE1] == IdentityMatrix[3]

Out[]= True

Ejemplo. Consideremos R* el espacio vectorial euclideo cuyo producto escalar viene
dado por:

<(X1, X2, X3, X4), (Y1, Y2, Y3, Y4)> =2 X1 Y1+ 2 X2 Yo+ 4 X3y3 + 2 Xa Ya + X1 Y3+
XaY1tXoY3+ X3Yy2+X3Yya+ XaY3

Lo definimos en Mathematica y calculamos la matriz de Gram respecto de la base
canonica:

In[6]:= PEA[x_, y_1:=2x[[11] y[[1]] + 2 x[[2]] y[[2]] + 4 x[[3]] y[I3]] +
2 xI[A1] yLIA1] + x[[1] yI311 + x[[31] y[[1]1] +
x[[2]] yI[31] + x[[31] yI[21] + x[[31] yI[4]] +
X[[411 y[I31I;
Bc=IdentityMatrix[4];
A = Gram[ldentityMatrix[4], PE4];

PRACTICA 10. ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO AV4



MatrixForm[A]

2 10
- (171 0)
0 1 2

Recordemos que < X,y >=x'A'y, con A la matriz de Gram respecto de la base candnica,
entonces una base ortogonal podriamos calcularla aplicando las férmulas del método de
Gram-Schmidt usando la matriz de Gram para calcular los productos escalares:

S RrDN O

In[]:= Bo = Table[0,{i,1,4}];

Bo[[1]] = Bc[[1]];

Bo[[2]] = Bc[[2]] - (Bc[[2]].A.Bo[[1]])/(Bo[[1]].A.Bo[[1]])*Bo[[1]];

Bo[[3]] = Bc[[3]] - ((Bc[[3]].A.Bo[[1]])/(Bo[[1]].A.Bo[[1]]))*Bo[[1]] -

((Be[[3]1-A.Bo[[2]])/(Bo[[2]].A.Bo[[2]]))*Bol[[2]];

Bo[[4]] = Bc[[4]] — ((Bc[[4]].A.Bo[[1]])/(Bo[[1]].A.Bo[[1]]))*Bo[[1]] -
((Be[[4]1-A.Bo[[2]])/(Bo[[2]].A.Bo[[2]]))*Bo[[2]] -
((Be[[4]1-A.Bo[[3]])/(Bo[[3]]-A.Bo[[3]]))*Bo[[3]];

Print[Bo]
Out[]= {{1,0,0,0},{0,1,0,0}, {-1/2,-1/2, 1, 0}, {1/6, 1/6,-1/3, 1}}

Para comprobarlo, s6lo necesitamos calcular la matriz de Gram para la base
anterior, si dicha matriz es diagonal, entonces Bo sera una base ortogonal y si la matriz
de Gram que se obtiene es la identidad, entonces Bo es una base ortonormal.

In[]:= Gram[B', PE4]MatrixForm

Out[]=

SO oON
SO NO
S ~O O
wlno o O

Y podemos, facilmente, tranformarla en ortonormal dividiendo cada vector por su norma:
In[]:= B" = Table[B'[[i]1/Sqrt[PE4[B'[[i]], B'[[i]]]]. {i. Length[B']}]

Out[]=
1 1 -1 -1 1 1 1 -1 /3
{{ana 01 O}’{Olﬁloi 0}’{m1m,ﬁ,o},{2,\/ﬁ’ZJE’\/E,\/;}}
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